UNIVERSIDAD AUTéNOMA DE BAJA CALIFORNIA
FacuLTtAD DE CIENCIAS

POR LA REALIZACION PLENA DEL SER

TiTULO
Normalizacion de las raices de las funciones Bessel de primer y segundo tipo

Tesis que para cubrir parcialmente los requisitos para obtener el grado de
MAESTRO EN CIENCIAS presenta:

Nombre
Jesus Antonio Sauceda Cazares

Dra. Selene Solorza Calderén
Director

Facultad de Ciencias,
UABC

Ensenada, Baja California, México, Enero de 2023



TESIS DEFENDIDA POR
Jesus Antonio Sauceda Cazares

Y APROBADA POR EL SIGUIENTE COMITE

SclenEe SolopzA

Dra. Selene Solorza Calderdn

Director del Comité

/)

I :
/‘I(’v\“ ?//a K.qu\%o C\J\'-:e ceed LﬁC’U
Dr. Carlos Yee Romero Dr. Everardo Gutiérrez Lopez
Miembro del Comité Miembro del Comité

Enero de 2023



Indice

Resumen I
Abstract II
Dedicatoria 111
Agradecimientos v

Capitulo 1

Introduccién

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Justificacion . . . . . ..o
Planteamiento del problema . . . . . . ... ... ... ... .....
Preguntas de investigacion . . . . . . . ... ... .. L.
Hipdtesis . . . . . . . . . e
Objetivo general . . . . . . . . . ...

S Ot O = W N =

1.5.1. Objetivos especificos . . . . . . . . .. . ... ...

Capitulo 2

Funciones Bessel

2.1.
2.2.

2.3.

Introduccidn . . . . . . .o
Funciones Bessel de primer tipo . . . . .. ... ... ... ...
2.2.1. Funcion Gamma . . . . . . ..,

© 00 00 N

2.2.2. Representaciéon Integral . . . . . . ... ..o
2.2.3. Expansién Asintética . . . . .. ... 10
Funciones Bessel de segundo tipo . . . . ... ... ... ....... 12
2.3.1. Funcién Digamma . . . .. .. .. ... .o oL 12
2.3.2. Representacién Integral . . . . . . ... ... 0oL 14
2.3.3. Expansion Asintética . . . . . ..o 15



Capitulo 3

Raices de las Funciones Bessel 16
3.1. Funcién Generadora de Ceros . . . . . . . . . . . ... 16
3.1.1. Demostracion . . . . . . . . . 17

Capitulo 4

Cilindros Poroélasticos 27
4.1. Ecuaciones de Frecuencia . . . . . . . . . . ... ... ... 27

4.1.1. Solucién para Yao(q,, R) . . . ... ... 29
4.2. Velocidad de Fase . . . . . . . . . ... 30

Capitulo 5

Raices del Producto Cruzado de las Funciones Bessel 33
5.1. Funcién Generadora de Ceros . . . . . . . . . . . ... ... ..., 33

5.1.1. Demostracién . . . . . . . . . . . . 35

Capitulo 6

Anillos Cilindricos Poroélasticos 43

6.1. Ecuaciones de Frecuencia . . . . . . . . . .. ... ... 43

6.2. Velocidad de Fase . . . . . . . . . . .. 45
Capitulo 7

Resultados 47

7.1. Simulaciones computacionales para cilindros . . . . . ... ... ... 47

7.1.1. Analisis de velocidad de fase al variar la densidad del sélido p; 52
7.1.2. Analisis de velocidad de fase al variar el médulo de cizalla-

miento flo . . . ... oo o7

7.1.3. Analisis de velocidad de fase al variar la porosidad ny . . . . . 59

7.2. Simulaciones computacionales para anillos cilindricos . . . . . . . .. 61
Capitulo 8

Conclusiones 76

Bibliografia 78



Indice de Figuras

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

5.1

7.1.

7.2.

7.3.

Ejemplo de la notacién para expresar un punto del plano (z,vy,z) en
coordenadas cilindricas (r,0,z). . . . . .. ... L.

Ejemplo de la gréafica de la funcién Bessel de primer tipo para argu-
mentos reales = € [0,20] y 6rdenes enteros 0,1,2y 3. . .. ... ...

Ejemplo de la gréafica de la funcién Bessel de primer tipo para argu-
mentos reales z € [0,70] y 6rdenes enteros 0,1,2y 3. . .. ... ...

Ejemplo de la grafica de la funcién Bessel de segundo tipo para argu-
mentos reales z € (0,20] y 6rdenes enteros 0,1,2y 3. . .. ... ...

Ejemplo de la grafica de la funcién Bessel de segundo tipo para argu-
mentos reales z € (0,70] y 6rdenes enteros 0,1,2y 3. . .. ... ...

Ejemplo de un anillo cilindrico de radio interior r{, radio exterior 7o,
altura z yun angulo 6. . . . . . . ... L

Gréfica de la velocidad de fase C9" del primer modo torsional de
vibracién ¢; para los valores de w que satisfacen la ecuaciéon (4.17). Las
asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para cilindros de
radios (R) distintos. La asintota horizontal marca la tendencia de la
velocidad de fase a la velocidad de onda B4, como se muestra en la
ecuacion (7.3). . . . ..

Gréfica de la velocidad de fase C9 de los modos torsionales de vi-
braciéon de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que
satisfacen la ecuacion (4.17). Las asintotas verticales muestran los cor-
tes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién
(¢p)- La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase
a la velocidad de onda f4;, como se muestra en la ecuacién (7.3).

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de
vibracion oy para los valores de w que satisfacen la ecuacién (4.21). Las
asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para cilindros de
radios (R) distintos. La asintota horizontal marca la tendencia de la
velocidad de fase a la velocidad de onda Sy, como se muestra en la
ecuacion (7.3).. . . . . .. L

53



7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que
satisfacen la ecuacion (4.21). Las asintotas verticales muestran los cor-
tes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién
(0p). La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase
a la velocidad de onda f4,, como se muestra en la ecuacion (7.3).

Gréfica de la velocidad de fase C9 del primer modo torsional de
vibracion ¢; de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w
que satisfacen la ecuacién (4.17). Las asintotas verticales muestran los
cortes de frecuencia para los cilindros con una velocidad de onda 3,
obtenidas a partir de sélidos con densidades p’, para j = 1,2,...,7.
Las asintotas horizontales marcan la tendencia de las Béry como se

muestra en la ecuacién (7.3). . . . ...

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de
vibracién ¢; de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w
que satisfacen la ecuacién (4.17). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los cilindros con una velocidad de onda
Béry obtenidas a partir de sélidos con médulos de cizallamiento del

sélido ), para j = 1,2,...,7. Las asintotas horizontales marcan la
tendencia de las B(]iry como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . . .

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de
vibracién ¢; de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w
que satisfacen la ecuacién (4.17). Las asintotas verticales muestran los
cortes de frecuencia para los cilindros con una velocidad de onda /Béry

obtenidas a partir de sélidos con porosidades 7}6, para j =1,2,...,7.
Las asintotas horizontales marcan la tendencia de las ﬁéry como se
muestra en la ecuacién (7.3). . . . ...

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.2 m y de grosor
ro —1r1=0.2 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacion (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda Sqyy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . ...

95

o8



7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.4 m y de grosor
ro —r1=0.2 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda fSq,y
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . .. ...

Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.6 m y de grosor
ro —1r1=0.2 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacion (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda Sq,y
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . ...

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.2 m y de grosor
ro —r1=0.4 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién §,. La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda [qyy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . . . ...

Gréfica de la velocidad de fase C9¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.4 m y de grosor
ro —r1=0.4 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda f4yy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . ...

Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.6 m y de grosor
ro —r1=0.4 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacion (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda [Sqyy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . ...



7.14. Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vi-

7.15.

7.16.

bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.2 m y de grosor
ro —1r1=0.6 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda fSq,y
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . .. ...
Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.4 m y de grosor
ro —r1=0.6 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda fqyy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . . . ...
Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vi-
bracién de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.6 m y de grosor
ro —1r1=0.6 m, para los valores de w que satisfacen la ecuacion (6.16).
Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres
primeros modos torsionales de vibracién (&,). La asintota horizontal
marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda Sqyy
como se muestra en la ecuacién (7.3). . . . .. ...



Indice de Tablas

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

Valores para ¢, y 0, en Jo(g,) =0y Ya(o,) =0. . . . .. ...
Parametros del sélido de una arenisca. . . . ... ... ... .....
Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los
modos torsionales de vibracién ¢, de un cilindro de radio £. . . . . .
Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los
modos torsionales de vibracién o, de un cilindro de radio R. . . . . .
Valores de frecuencia w y velocidad Bgry utilizados para calcular la
velocidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de
un cilindro de radio R=0.1 m variando los valores de la densidad del
SOldo pl. . o o
Valores de frecuencia w y velocidad Bgry utilizados para calcular la
velocidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de un
cilindro de radio R=0.1 m a partir de distintos valores del modulo de
cizallamiento del sélido gd. . . . . ... ...
Valores de frecuencia w y velocidad ﬁéry utilizados para calcular la
velocidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de un

cilindro de radio R=0.1 m a partir de distintos valores de la porosidad

M o

Valores para &, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.2 m y radio interior ry. . . . . . ... ... L.
Valores para &, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.4 m y radio interior 71. . . . . . . .. ... ... ...
Valores para &, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.6 m y radio interior ry. . . . . . ...
Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los mo-
dos torsionales de vibracion &, de un anillo cilindrico de radio interior
ryygrosorde 0.2 m. . ... Lo
Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los mo-
dos torsionales de vibraciéon &, de un anillo cilindrico de radio interior
ryygrosorde 0.4 m. . ..o Lo L



7.13. Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los mo-
dos torsionales de vibracién , de un anillo cilindrico de radio interior
rirygrosorde 0.6 m. . . ... Lo



Resumen

RESUMEN de la Tesis que presenta Jesus Antonio Sauceda Cazares como
requisito parcial para la obtencién del grado de MAESTRO EN CIENCIAS E
INGENIERIA. Ensenada, Baja California, México. Enero 2023.

TITULO

Normalizacion de las raices de las funciones Bessel de primer y segundo tipo

Aprobado por: ScleNE SOLOQ Z2A

Dra. Selene Solorza Calderon
Director de Tesis

Este trabajo de tesis presenta una metodologia para encontrar la solucién analiti-
ca para el cédlculo de las raices normalizadas de las funciones Bessel de primer y se-
gundo tipo de orden n. Esta solucion se presenta como una serie infinita de potencias
de los argumentos de las funciones Bessel de primer y segundo tipo de orden n. Tam-
bién, se presenta una metodologia para encontrar la solucién analitica para las raices
normalizadas del producto cruzado de funciones Bessel de primer y segundo tipo de
orden n. En este trabajo de tesis se utilizan las raices de las funciones Bessel para
calcular las soluciones a las ecuaciones de frecuencia que se presentan en el estudio
de los modos torsionales de vibracion de cilindros y anillos cilindricos poroelasticos,
infinitos, con simetria axial, en ausencia de fluidos (secos) y enmarcados en la teoria
de Biot de viscosidad anadida y con ello calcular las velocidades de fase de cada mo-
do torsional de vibracién que se presentan en el cilindro o el anillo cilindrico sélido.
Y, se determinan los rangos de frecuencias donde se presenta cada modo torsional
de vibracién en el medio. Ademads, se analizan experimentos computacionales en ci-
lindros y anillos cilindricos de arenisca variando el radio, la densidad de la matriz
sélida, la porosidad y el modulo de cizallamiento.

Palabras clave: Funciones Bessel, raices de las funciones Bessel, cilindros, anillos
cilindricos, teoria de Biot de viscosidad anadida.



Abstract

ABSTRACT of the Thesis, presented by Jesus Antonio Sauceda Cazares,
in order to obtain the MASTER DEGREE in SCIENCES AND ENGINEE-
RING. Ensenada, Baja California, México. January, 2023.

TITULO
Normalizacion de las raices de las funciones Bessel de primer y segundo tipo

Approved by: ScleNEe SolopzA

Dra. Selene Solorza Calderén
Thesis Advisor

This thesis presents a methodology to find the analytical solution to calculate the
normalized roots of the Bessel functions of the first and second kind and order n.
This solution is presented as an infinite power series of the arguments of the Bessel
function of the first and second kind and order n. Also, is presented a methodology
to find the analytical solution to calculate the normalized roots of the cross-products
of the Bessel function of the first and second kind and order n. This work uses the
roots of the Bessel functions to calculate the solutions to the frequency equations
presented on the study of the torsional modes of vibration of infinite poroelastic cy-
linders and axial-symmetric infinite hollow poroelastic cylinders and free from fluid
(dry case) in Biot viscosity-extended theory, and calculate the phase velocity of every
torsional mode of vibration presented on the solid cylinder or hollow cylinder. Mo-
reover, is determined the frequency range where each torsional mode of vibration is
presented in the studied environment. An analysis of the computational experiments
on sandstone cylinders and hollow cylinders varying radius, solid density, porosity
and solid frame shear modulus is also provided.

Keywords: Bessel functions, roots of the Bessel functions, cylinders, hollow cy-
linders, Biot viscosity-extended theory.
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Capitulo 1

Introduccion

Las funciones Bessel de primer y segundo tipo se presentan en problemas donde
el espacio en el que se trabaja tiene forma de cilindro recto o, dicho de otra forma,
esté expresado en coordenadas cilindricas [23]. Existen diferentes campos de la cien-
cia y la tecnologia donde un cilindro o un anillo cilindrico es el objeto geométrico
idoneo para representar al dominio del modelo matematico con el que se describe
el fenémeno de estudio. Por ejemplo, un nanotubo de carbono (CNT, por sus si-
glas en inglés) se puede describir geométricamente como un anillo cilindrico, pues
es una ldmina de grafeno enrollada [17, 19]. Existen diferentes tipos de nanotubos
de carbono, los conformados por una sola ldmina o anillo cilindrico (denotados por
SWCNT, por sus siglas en inglés) y los anillos cilindricos compuestos, conformados
por varias laminas (MWCNT, por sus siglas en inglés) [17, 19]. Debido a las propieda-
des Opticas, mecanicas, eléctricas y de biocompatibilidad, los nanotubos de carbono
se estan empleando en el area de la biomedicina para el diagnodstico, tratamiento
de enfermedades, terapias, ingenieria de tejidos y desarrollo de algunos hidrogeles
[2, 5, 7, 10-13, 15, 16, 18, 27, 30-32]. Por otra parte, en materiales especializados

para la construccién y la ingenieria se usan piezas con formas geométricas cilindricas,



como son las placas y armazones utilizados para construir tuberias, fuselajes espa-
ciales y materiales que se emplean en la construccién de edificios [8, 26]. Dadas las
diversas aplicaciones antes mencionadas es conveniente poder realizar primero simu-
laciones computacionales antes de llevar a la practica la aplicacién, de esta forma se
optimizan recursos, tiempo y en algunos casos se evita poner en riesgo a personas. Ya
que estos objetos pueden ser clasificados en la categoria de cilindros huecos o sélidos
poroelasticos, la teoria de Biot es una herramienta muy 1til para poder describir las
propiedades de estos materiales de diferentes formas y tamanos [21, 22, 28]. En dicha
teoria aparecen, en las ecuaciones de frecuencias, las funciones Bessel de primer tipo
de orden n, denotada por J,(z) y las funciones Bessel de segundo tipo de orden
n, denominadas Y,,(z). Mediante las ecuaciones de frecuencia podemos describir los

modos naturales de vibracion de los cilindros poroelasticos.

1.1. Justificacion

En este proyecto de tesis se busca encontrar la manera de normalizar los argumen-
tos de las funciones Bessel de primer tipo: Ja(gs 1), J2(qs72), J2(qs,71), J2(qs,72),
y de las funciones Bessel de segundo tipo: Ya(gs 1), Ya(qsr2), Ya(qs,r1), Ya(qs,r2)-
Dichas funciones conforman las ecuaciones de frecuencias de los modos torsionales
de vibracién de anillos cilindricos huecos poroelasticos, infinitos, con simetria axial,
en ausencia de fluidos o completamente saturados por un fluido y enmarcados en la
teoria de Biot de viscosidad anadida. Las raices de esas funciones describen las formas
de las ondas torsionales que se excitan en el anillo cilindrico. Esas raices presentan
una solucién a las ecuaciones de frecuencias, aunque existen métodos numeéricos co-

mo la biseccién, Newton-Raphson, secante, regla falsa, entre otros, para encontrar
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raices de funciones continuas y acotadas en un intervalo fijo donde solo exista una
raiz [4], en el caso particular de las funciones Bessel, estas tienen un ntimero infinito
de raices, pues son funciones trascendentales que oscilan muy rapido alrededor del eje
horizontal conteniendo més de una raiz en un intervalo pequeno, por ende el trabajo
de encontrar raices con los métodos tradicionales es una tarea computacionalmente
dificil, por lo que se requieren algoritmos de bisqueda de raices especializados para
este tipo de funciones [9]. Ademds, aunque se tenga una representacion en series de
potencias que es convergente, el comportamiento aproximadamente periddico de las
series hace que el cédlculo de las raices de las funciones Bessel sea impractico, ya que
la convergencia es lenta e inestable numéricamente [9].

Dado que en los ultimos anos, los modelos de propagacion de ondas en medios
poreldsticos estan teniendo un auge en aplicaciones de diversa indole, tanto cientifi-
cas, tecnoldgicas, industriales, como en la salud, es preponderante comprender como
obtener un sistema normalizado para calcular las raices de las funciones Bessel de
primer y segundo tipo para reducir al maximo las inestabilidades numéricas y a bajo
costo de tiempo de cémputo. Ejemplo de dichas aplicaciones se pueden ver en el
andlisis de las propiedades de las rocas (geofisica) [25], en modelos médicos [17, 19],
en el disefio automotriz (reduccién de ruido) [8], en el diseno aeroespacial (resistencia

de materiales) [26], entre otras.

1.2. Planteamiento del problema

En el marco de referencia de la teoria de Biot [22, 24|, los modos torsionales
de vibracién de anillos cilindricos huecos poroelasticos, infinitos, con simetria axial,

completamente saturados por un fluido y enmarcados en la teoria de Biot de visco-
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sidad anadida, surgen las ecuaciones de frecuencias

0 = Jo(gsm1)Ya(gsra) — J2(qsr2)Yalgs 1), (1.1)

0 = J2(qﬁnr1>}/2(qﬁnr2> _JZ(qBIIT2)}/2(q,BIIT1)7 (1'2)

donde 71 y 79 son el radio interno y externo del anillo, J; es la funcién Bessel de
primer tipo y de segundo orden, Y5 es la funcién Bessel de segundo tipo y de segundo

orden,

w2

2 2
q; = — — k-, 1.3
B 612 ( )
2
w
an = 6_121 - k27 (14)

b1y B son las velocidades del medio asociadas a las ondas S rapida y lenta, respec-
tivamente, w es la frecuencia, k es el nimero de onda axial.

Una de las soluciones para las ecuaciones (1.1) (1.2), son las raices de las funciones
Ja2(z) y Ya(z). Por lo regular, es muy complicado y poco préactico encontrar de forma
analitica las raices de dichas funciones, por lo que una manera de determinarlas es
usar métodos numéricos.

Lo que se busca al emplear un método numérico para encontrar raices de funciones
es que sea estable para que el tiempo y la carga computacional empleados en el calculo

de las raices sean razonables y nos proporcione una buena aproximacién a la solucién.

1.3. Preguntas de investigacion

Basados en la problematica planteada en la presente propuesta de tesis



1. Cual es el método estandar para calcular las raices de las funciones Bessel de

primer tipo J,(2)?

2. ;Cual es el método estandar para calcular las raices de las funciones Bessel de

segundo tipo Y, (z)?

3. ;Coémo podemos normalizar los argumentos de las funciones J5(qs,7m1), J2(gs,72),

}/'2((]/317’1), }/Q(qﬂIT2)> J2<qﬁ117n1)7 JQ(qﬂHTQ)? YYQ(qﬁHTl)> YvZ(qﬁHr?) para que el calcu-

lo numérico de las raices de las funciones sea estable?

4. ;Cémo podemos utilizar las raices de Jo(gg 1), J2(qs2), Ya(qsm1), Ya(qsm2),
J2(qpym1), J2(qsym2), Ya(qp,1), Ya(qs,r2) para satisfacer las ecuaciones de fren-

cuencia (1.1) y (1.2)7

1.4. Hipdtesis

El normalizar los argumentos de las funciones Jo(gsr1), Ja2(qp72), Ya(gsr1),
Ya(qpr2), J2(qsy71), J2(qs,72), Ya(qs,m), Y2(qs,r2) hace que el calculo numérico de

las raices de las funciones sea estable mediante un método estandarizado.

1.5. Objetivo general

Determinar la manera de normalizar los argumentos de las funciones Bessel de
primer y de segundo tipo que aparecen en las dos ecuaciones de frecuencias para los
modos torsionales de vibracion de anillos cilindricos huecos poroelasticos, infinitos,

con simetria axial, completamente saturados por un fluido y enmarcados en la teoria
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de Biot de viscosidad anadida, para poder calcular numéricamente de manera estable

la soluciéon a dichas ecuaciones.

1.5.1. Objetivos especificos

1. Determinar la manera en que se calculan numéricamente las raices de las fun-
ciones Bessel de primer tipo J,(z), con el menor error numérico y el menor

tiempo de computo.

2. Determinar la manera en que se calculan numéricamente las raices de las fun-
ciones Bessel de segundo tipo Y,,(z), con el menor error numérico y el menor

tiempo de computo.

3. Determinar la manera de normalizar los argumentos de las funciones Bessel de

primer tipo: Jo(qs,71), J2(qs72), Jo(qsy71), Jo(qs,T2)-

4. Determinar la manera de normalizar los argumentos de las funciones Bessel de

segundo tipo: Ya(gs,m1), Ya(am72), Ya(gsu71), Ya(4pura)-

En el siguiente capitulo se introduciran las funciones Bessel de primer y segundo
tipo, y sus respectivas representaciones mediante la funcién I'; en la forma integral

y en expansiones asintoticas.



Capitulo 2

Funciones Bessel

2.1. Introduccion

En el estudio de cilindros y cilindros huecos, también conocidos como anillos
cilindricos, trabajar en coordenadas cilindricas facilita la representaciéon matemética
del objeto [23], ya que las soluciones a la ecuacién diferencial de Bessel forman una
base candnica del sistema [3]. Al trabajar en coordenadas cilindricas los puntos son
representados por (r, 6, z), como se muestra en la Fig. 2.1, donde r representa el grosor

del cilindro, € el angulo con respecto al eje horizontal y z la altura del cilindro.

La solucién de la ecuacién diferencial de Bessel

0? 0
Aot (- =, (2.)

estd representada por la funcién Bessel de primer tipo J,(z), la funcién Bessel de
segundo tipo Y, (z) (también conocida como la funcién de Weber), y las funciones
Bessel de tercer tipo H,Sl)(z) y H,@(z) (también conocidas como las funciones de

Hankel), v € R indica el orden de las funciones [1].



/

>

Figura 2.1: Ejemplo de la notacién para expresar un punto del plano (z,y,z) en
coordenadas cilindricas (r, 6, z).

Este trabajo de tesis se enfocara tinicamente al estudio de las funciones Bessel de

primer y segundo tipo, pues éstas son las que aparecen en las ecuaciones de frecuencia

(1.1) y (L.2).

2.2. Funciones Bessel de primer tipo

Existen diferentes maneras de describir a la funcion Bessel de primer tipo, en
particular, en este trabajo de tesis se utilizardn las representaciones mediante la

funcion T, la forma integral y de expansiones asintéticas.

2.2.1. Funcion Gamma

La funciéon Gamma [1], definida como

nln®

P(z) = nh—>n<’>lo 2(z+1)...(2+n)’

(2.2)



donde z € C\{0,—1,—-2,...}, n € Ny !es la funcién factorial. Esta representacion se
puede utilizar para expresar a la funcion Bessel de primer tipo y orden v € R como

una serie ascendente, esto es

2

(=%)"
Tolz) = ( ) Ry +k+1) (23)

En la Fig. 2.2 se muestran las graficas de la funcién Bessel de primer tipo J,(z)
para v = 0,1,2,3, y argumento real, lo cual tradicionalmente se denota por =x.
Como se puede observar se alcanza la amplitud méxima y posteriormente decae
rapidamente a cero, a partir de que se presenta la primera raiz de la funcién, la curva
oscila rapidamente alrededor del eje x conforme se van presentando las infinitas raices
de J,(z), y en la Fig. 2.3 se observa que la funcién decrece rapidamente y tiende a

cero.

2.2.2. Representacion Integral

Al desarrollar la funcion Bessel de primer tipo en su forma integral, se tiene
que, dependiendo si el argumento tiene un dominio x > 0 o |argz| < 7/2, y si el
orden de la funciéon {v > —1/2|v € R} o {|v| < 1/2|v € R}, existen diferentes
formas integrales de representar dicha funcién [1]. Dado que este trabajo de tesis
se enfocard a aplicaciones geofisicas, entonces se utilizan argumentos en el dominio

x> 0 [20-22, 28], y se tiene que

(z/2)"
V(v +1/2)

J(z) = /cos zcos(t))sin(t)* dt. (2.4)



Funcion Bessel de primer tipo

1 - . T T . .

Jolx)
J,(x)
J,(x)

Figura 2.2: Ejemplo de la grafica de la funciéon Bessel de primer tipo para argumentos
reales x € [0,20] y 6rdenes enteros 0,1,2 y 3.

2.2.3. Expansién Asintética

La funcién J,(z) también puede desarrollarse utilizando series asintéticas para

|z| = oo [1], mediante

Jy(z) = \/%{P(l/, z)cosX — Q(v, z)sinX }, (2.5)

donde X =z — (X + 1)m, con Py @ las series asintdticas

Plr.2) =3 (-1t ((23)7;‘2 _ —2!1(;(:;2— 9) (=D —j?((gxi): 25)(p —49) .

(2.6)

k=0
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Funcion Bessel de primer tipo
1 T T T T T T
Jg(x)
J,(x)
J,(x)
Ja(x)
05 i
£3 '<
ﬂ; l1
O | il Iv' Il “. J
0.5 ' : '
0 10 20 30 40 50 60 70
X

Figura 2.3: Ejemplo de la gréafica de la funcién Bessel de primer tipo para argumentos
reales x € [0, 70] y 6rdenes enteros 0,1,2 y 3.

)k(y,2k+1) (n—1)

k:O_ (22)2+1 8z

o
X
&
I
(¢
—

(1= 1) (= 9)(n — 25)
IEBE to (27)

donde = 4%y

(-

(v, k)

(r,0) = L

2 2 _ 92\, .. 2 _ 2
12)(dv Zik'@u k=1

(2.8)
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2.3. Funciones Bessel de segundo tipo

La funcién Bessel de segundo tipo (también conocida como la funcién de Weber)
es una solucién a la ecuacién diferencial de Bessel (2.1), la cual se relaciona con la

funcién Bessel de primer tipo como

Jy(z)cos(vm) — J_,(2)
sin(v)

Y, (2) = : (2.9)

donde v ¢ Z es el orden de la funcién [1].

Debido a la relacién que tiene la funcién Bessel de segundo tipo con la funcion
Bessel de primer tipo, la funcién Bessel de segundo tipo también puede representarse
de tres formas distintas, a través de la funcion I', con su forma integral y por medio

de expansiones asintoticas.

2.3.1. Funcion Digamma
Dada la funcién T' (2.2), se tiene que

U(z) = 8[1%1;(2)] = FF/(%) , (2.10)

conocida como la funcion Digamma. La funcion Bessel de segundo tipo se puede

representar por medio de series ascendentes [1], esto es

Y,(z) = — @;V i = :!_ ok (—%)k + i (%) T2 (2.11)

(3)"

- i{\y(kﬂ) LU+ k+1)}

(—3)F
(v + k)

[NCIEN

12



donde v € R es el orden de la funcién [1].

Funcion Bessel de segundo tipo

0.5 1
0 -
05}
3
N
At
A5H({
-2 I] ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X

Figura 2.4: Ejemplo de la grafica de la funcién Bessel de segundo tipo para argu-
mentos reales z € (0,20] y 6rdenes enteros 0,1,2 y 3.

En la Fig. 2.4 se muestran las graficas para v =0, 1, 2, 3, y el argumento real, lo
cual tradicionalmente se denota por x. Como se puede observar, una vez alcanzada
la primera raiz de la funciéon después de la singularidad en x = 0, la curva oscila
rapidamente alrededor del eje x conforme se van presentando las infinitas raices de

Y, (x), y en la Fig. 2.5 se observa que la funcién decrece rapidamente y tiende a cero.
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Funcion Bessel de segundo tipo

3
>-2

Yo(x)

A5 Y 0
Y ,(x)
\ Y3(X)
-2 A . . . L L
0 10 20 30 40 50 60 70

X

Figura 2.5: Ejemplo de la gréafica de la funcién Bessel de segundo tipo para argu-
mentos reales z € (0,70] y 6rdenes enteros 0,1,2 y 3.

2.3.2. Representacion Integral

Al desarrollar la funcién Bessel de segundotipo en su forma integral, se tiene
que, dependiendo si el argumento tiene un dominio x > 0 o |argz| < 7/2, y si el
orden de la funciéon {v > —1/2|v € R} o {|v| < 1/2|v € R}, existen diferentes
formas integrales de representar dicha funcién [1]. Dado que en este trabajo de tesis

se utilizan argumentos en el dominio x > 0, se tiene que

- - .
Y, (2) = - / sin(z sinf — v0)db — = / et + e cos(vm)e s gt (2.12)
0 0

14



2.3.3. Expansién Asintética

La funcién Y,(z) (al igual que la funcién J,(z)) también puede desarrollarse

utilizando series asintéticas para |z| — oo [1], mediante
2 :
Y, (z) =/ —{P(v,z)sinX + Q(v, z)cos X }, (2.13)
Tz

donde X =z — (¥ 4 1), con Py @ las series asintdticas de las ecuaciones (2.6) y
(2.7), respectivamente.
Dado que uno de los objetivos de este trabajo de tesis es obtener una metodologia

para normalizar los argumentos de las funciones Bessel, en el siguiente capitulo se

presenta la manera de obtener analiticamente las raices de las funciones Bessel.

15



Capitulo 3

Raices de las Funciones Bessel

Durante el estudio de los ceros de las funciones Bessel encontramos una cantidad
infinita de estos, denotando j,x ¥ ynr @ la k-ésima raiz de las funciones Bessel de
primer y segundo tipo de orden n, respectivamente, los cuales estan gobernados por

las desigualdades
hn,l < hn+171 < hn72 < hn+1,2 < hn73 < ... (31)

donde h,, i representa a j,x 0 Ynx [1].

3.1. Funcién Generadora de Ceros

Los ceros de las funciones Bessel de primer y segundo tipo, J,(2) v Y,.(z), se

calculan mediante la serie asintdtica

— 1 4(p—1)(Tp—31)  32(u— 1)(83p% — 982+ 3779)

PR
e = P~ 55 3(83)* 15(86)°

o (32)

16



donde p = 4n? [1, 14]. Para j, , se tiene que

1
f=(k+2 - (33)
y para ¥, la expresion es
n 3

En las ecuaciones de frecuencias que se estudian en este trabajo de tesis solamente

se tiene el caso n = 2, por lo que

, et d) 15 4860 a7
_ Syr _ _
J2k 2" T oAk +3)  3-2575(dk +3)3 15 2570(dk + 3)°
(3.5)
es la k-ésima raiz de Jo(z) y
. 15 4860 47200
Yrk = 27 T on(dk+ 1) 3-257(4k +1)3 15 - 25m0(4k + 1)
(3.6)

es la k-ésima raiz de Y3(x), lo cual se demuestra en la seccién 3.1.1.

3.1.1. Demostracion

Dado el tipo de aplicaciones geofisicas que se trabajan en esta tesis se tiene que
n € N, en particular n = 2, que |z| es lo suficientemente grande y |argz| < m, por lo

que utilizando la representacién por series asintéticas (2.5) y (2.13) [1, 29], se tiene

17



que

o

v —1)™(n,2m
Jn(z) = (%) [cos <z - %mr — iﬂ> 7;) %

_ 1 1\ o= (=1)™(n,2m + 1)
— sin (z — 5nm = ZW) n;) 27" , (3.7)
y
2N\ . 1 1\ < (=1)™(n, 2m)
Yo(z) = (E) [sm (z - 5nm = Zﬂ') mZ::O BCEE
1 I \ = (=1)™(n,2m +1)
+ cos (z - 5T - Zﬂ') mZ:O 27 : (3.8)
donde
(n.m) — (4n* — 1%)(4n —322)m-r-n-!(4n —(2m —1) )7 > 0
(n,0) = 1. (3.9)
De las ecuaciones (2.6) y (2.7) se tiene que
= (=1)™(n,2m
P = %% (3.10)
0 - - Z (=1)™(n,2m + 1) (3.11)

(2m+1)
- (22)

3
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entonces,

2\ 1 1

+ (E) @ sin (z — T - Zﬂ'), (3.12)
y
2\ 1 1
Yo(z) = (E) Psin (z — —nm — Z?T)

2\ 1 1

- (;) Q cos (z — T - ZW) (3.13)
Sean

P = M cosgp, (3.14)
QQ = Msing, (3.15)
M = /P2+@Q? (3.16)
¢ = tan ! %, (3.17)

entonces las ecuaciones (3.12) y (3.13) se reescriben como

2\ 1 1
Jn(2) = (E) M cos ¢ - cos <z—§n7r—zlﬂ>
2\ 1 1
2" Vg sin (=~ Lom - 1), ;
+ (7‘(‘2) sing - sin (2 — g — - w (3.18)

19



2\'? 11
Yo(z) = (—> M cos ¢ - sin <z—§n7r—zl7r>

2\ 1 1
— (—> M sin g - cos (z — 5T Zﬂ') (3.19)

Usando la identidad trigonométrica
cos(A— B) = cos(A)cos(B) + sin(A) sin(B), (3.20)

la ecuacion (3.18) se simplifica en

2\ 2 1 1
() = M ( L ) 21
In(2) <7rz) cos (2 = onm — o — ¢ (3.21)
Asi, las raices de J,(z) son las raices de cos <z — %mr — iﬂ' — go), y la k-ésima raiz

se obtiene a partir de

1 1
2 = G = Z?T—QOZIWT— g, (3.22)

donde k£ € N. Ahora, usando la identidad trigonométrica
sin(A — B) = sin(A)cos(B) — cos(A)sin(B), (3.23)
la ecuacion (3.19) se simplifica en

Yo () 2\ a1 ( L= 2 ) (3.24)
nlZ = — sin |2 — -nNm — =17 — s .
Tz 2 4 14

20



andlogamente, las raices de Y, (z) son las raices de sin (z — inr — 17 — asi la
’ ) n 2 4 )

k-ésima raiz se obtiene a partir de

1 1
2T G = T == km — , (3.25)

donde k& € N. De las ecuaciones (3.22) y (3.25) se puede observar que las raices de

Jn(2) y Yn(2) tienen una diferencia de solo 7.

Despejando las ecuaciones (3.22) y (3.25) se tiene que

1 1 1
2 = kﬁ—g—kimr—i—zw—i—(p:<k+g—1>7r+gp, (3.26)

es la k-ésima raiz de la funcién J,(z) y

1 1 3
2 = k:7r—7r+§mr+17r+g0:<k+g—1)7r+g0, (3.27)

es la k-ésima raiz de la funcién Y,,(2).

Para poder calcular la k-ésima raiz usando las ecuaciones (3.26) y (3.27) primero

se tiene que obtener el valor de ¢, esto se hace usando la tany, la cual se puede

21



calcular mediante las ecuaciones (3.14) y (3.15), esto es

1m22 +1
Q _Zmo)TTl))
tany = —

00 1)™(2,2m
Py, Cigm

[( ()0(21>+< D'23) 4 (D@5 | VR ]

_ 2)! (22)° (22)° (22)"
(=D'22) | (=1%(24) (1)3(26) (=1)* (28) }
[1+ (22)° + (22)" + (22)° + (22)° +
(4n%—1) (4n2—1)(4n2—9)(4n%—25) (4n%—1)(4n>—9)(4n>—25)(4n>%—49)(4n%—81)
B 8z 31(82)3 + 51(82)5 -
o [1 _ Un?-D)(An2-9) | (4n2-1)(dn2-9)(4n?-25)(4n2—49) _ ]
21(8z)2 41(8z)%
(3.28)
Para simplificar el dlgebra, sean
1
— 3.29
V=g (3.29)
Yy
p=4n?, (3.30)

entonces, la ecuacion (3.28) se reescribe como

[1 _ w=9@=2)? | (1=9)(p=25)(u—49) (1—81)y"

' } .(3.31)

31 5!

tang = —(u—1

an @ (n=1)y [1 B (“_1)(7—9)112 n (u—l)(p—9)(u'—25)(u—49)y4 . ]
2! 4l

Para simplificar la notacién, sea
[1 _ (=9 (u—25)y® + (B=9) (u—25)(u—49)(u—81)y* }
(o) = . g (3:32)
Y [1 (=) (p—9)y? + (=D (E=9)(p—25)(p—49)y* _ } ’ '
2! 4!

que es una divisién de dos series infinitas de polinomios de orden par.
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A f(y) lo podemos aproximar como

f(y) = Pu(y) + Ru(y) (3.33)

donde P,(y) es el n-ésimo polinomio de Taylor y R, (y) es el error de truncamiento
por usar P,(y). En el teorema de Taylor [4] se tiene que f € C™([a,b]), f™+Y existe

en [a,b] y C € [a,b], por lo que para cada y € [a,b], existe un numero £(y) entre ¢ y

y, tal que
" (n) n () .
Pato) = 1+ 0=+ L g+ 8 g = 3 Lo gy
T (3.34)
' (n1)
n+1
Raly) = L —EW ey, (3.35)

(n+1)!
Al utilizar el teorema de Taylor con ¢ = 0 para aproximar a f(y) de la ecuacién
(3.32), se tiene que

1 2
fly) =1+ g(;ﬁ + 2 — 99)y* + 1—5(u —9)(p® + 154 — 81— 5695)y* +-- -, (3.36)

al sustituir esa expresion en la ecuacién (3.31), se obtiene que

1
tanp = —(u—l)y{1+§(u2+2ﬂ—99)y2

2
+ —(u—9)(u® + 154> — 81 — 5695)y* + - - - }

15
— _(M . 1)'3/ . (:u — 1)(#2 —g 2:” _ 99)y3

2 — 1) (e — 9) (1 + 1502 — 81y — 5695)y°
o 2(p =D (p—9)(u +15u f /A (3.37)
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Ahora, para simplificar la notacién en los casos de las raices de J,(z) y Y, (2) en

las ecuaciones (3.26) y (3.27), se define

B = (k + g - i) , (3.38)
y
By = (k +5- 2) T (3.39)

asi, las ecuaciones (3.26) y (3.27) se reescriben en una sola ecuacién, como

A B C
2 = ﬁ+gp%5+tan_1{§+ + }, (3.40)

donde 3 es B 0 [, y

A = —(u—1), (3.41)
o - _{2(u—1)(u—9)(u 41r515u —81u—5695)}. (3.43)

Ahora, para determinar ¢ a partir de tanp de la ecuacién (3.37) se usard la serie

de Gregory [3]

tan_l(z):z—z—+z——--- : (3.44)
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que al aplicarla en la ecuacion (3.40), se tiene que

A B C A B C
zk%5+tan1<—z+ + )=B+(—+ 5+ )

_1A+B OS+1A+B+
3\8z  (82)3 (8z)° 5

+

~5+£+B+0_1 A3+3AQB 1 AP
~ 82 (82:)% | (8zx)° 3\ (82,)%  (82,)°) ' 5 \(8z)°
A A3 1 A\ 1
= — +(B-— A’B + — A4
Pt (BT w0 ) @ 89

asi, al sustituir las expresiones para A, B y C de las ecuaciones (3.41)-(3.43), la

ecuacion (3.45) se reescribe como

(p—1) 4(p—1)(p—25) 32(p—1)(p® — 1144 +1073)

2~ 0= 8z 3(8z,)3 B 5(8z,)5 oo {346)
Sea,
=0+ (2x) * (21)3 * (21)° B (3:47)
donde

p = & S 2 (3.48)
g = _4(N _31()8%1; — 25)’ (349)

0 32(p—1)(p* — 114+ 1073)
S S . (3.50)

Entonces, se observa de la ecuacion (3.47) que zj, estd expresada por una serie infinita

en términos de z;. El objetivo es obtener z; en términos de 5, por lo que usando el

25



teorema de reversién de Lagrange [6], el cual dice que para
z=w+ f(2), (3.51)

se puede obtener z en términos de w a partir de

smw+ i L (a%) (f(w))" (3:52)

Por lo tanto, de la ecuacién (3.47) se llega a que

—n2 — 4pg + 3
zk:5+%+q(ﬂ)€ + 1 (§§5 2y (3.53)

y sustituyendo los valores de p,q y r de las ecuaciones (3.48)-(3.50) se tiene que

—1) A(p—1)(Tp—31) 32(j—1)(83u> — 982u + 3779)

g
: 84 3(88)3 15(88)°

o, (3.54)

la cual es la k-ésima raiz de las funciones J,,(z) para § = 5 y la k-ésima raiz de las
funciones Y,,(z) para 8 = f,, de las ecuaciones (3.38) y (3.39), respectivamente.

Ya establecida la metodologia para normalizar analiticamente los argumentos de
las funciones Bessel y obtener las raices de dichas funciones, en el siguiente capitulo
se aplicard esta metodologia al problema de los modos torsionales de vibracién de
cilindros poroelésticos sin fluido (caso seco) enmarcados en la teoria de Biot de

viscosidad anadida.
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Capitulo 4

Cilindros Poroélasticos

Las raices obtenidas de las funciones Bessel de primer y segundo tipo se presentan
como parte de la solucion de las ecuaciones de frecuencia que aparecen en el estudio

de vibraciones de cilindros poroélasticos.

4.1. Ecuaciones de Frecuencia
Durante el estudio de los modos torsionales de vibracién para cilindros poroelasti-

cos en el caso seco, surge la ecuaciéon de movimiento en funcion de la frecuencia

1 s s
Bc21ry <V2 - ﬁ)U (T,Z,u}) +w2U (Ta va) = Oa (41>

la cual proviene de la ecuacién (9) de la Ref. [22] para una contribucién nula del

fluido, esto es



dado que se esta en el caso seco no se presenta atenuacion de las ondas torsionales,

y esto se observa en el hecho de que la parte imaginaria es nula.

Se tiene que U%(r, z,w) es la solucién de la ecuacién (4.1) (en las ecuaciones (19)-

(21) en [22] se muestra el desarrollo para obtener la solucién de dicha ecuacién), por

lo que
Us(r, z,w) = AJi(qy, r)et*s, (4.3)
donde
2 w? 2
qdry = 57 — kdry 7é 0 (44)
dry

De la condicién de frontera
Too(ryz,w)| _p = 0, (4.5)
se obtiene que
To(r, 2,w0) = DBay (& — %) Us(r, 2). (4.6)

Al sustituir la ecuacién (4.3) en la ecuacién (4.6) y utilizando la relacién de recu-

rrencia de las funciones Bessel de primer tipo [3],

%Jl(xr) = —xJy(zr) + %J1(9€7‘)7 (4.7)



se tiene que

0= Tr(r,z,w)|,_p = —BdryAqdryJQ(qdryR)eikz, (4.8)

como se busca que no sea una solucién trivial A # 0, By, # 0, qary # 0, €% £ 0,

entonces

Jg((]dry R) =0, (4.9)
por lo tanto,
2 2 p2 o [ W 2
p = qdryR =R BT o kdry ) (4.10)
dry

donde ¢, es la p-ésima raiz de la ecuacion de frecuencia (4.9).

4.1.1. Solucién para Y3(q,, R)

Dado que las soluciones del problema son gobernadas por las raices de las fun-
ciones Bessel de primer y segundo tipo de orden 2, para comprender mejor lo que

sucede en este sistema, se supondra que de la condicién de frontera
7—7‘9<7ﬂ7 Z,Cd)lr:R = 07 (411)
se tiene que

Y2(qu,, B) =0, (4.12)
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por lo tanto,

(,4)2
o2 = ¢, R* = R? (E — ’fﬁry> , (4.13)
ry

donde o, es la p-ésima raiz de la ecuacién de frecuencia (4.12).

4.2. Velocidad de Fase

Como estamos trabajando el caso seco, la onda torsional se propaga sin atenuacion

y con una velocidad de fase dada por

cdy = , (4.14)
|k5dry|
donde w € RT U {0}. De la ecuacién (4.10), se tiene que
2 2
2 _ W Sp +
kdry = @ — ﬁ eRT, (415)

que al sustituirla en la ecuacién (4.14), la velocidad de fase asociada a la funcién

Bessel de primer tipo y segundo orden

Cdry _ w w

v \kdryﬂ R

: (4.16)

se expresa en términos de la frecuencia (w), el radio del cilindro (R), la velocidad de

la onda del caso seco (B4) y del p-ésimo modo torsional de vibracién ¢,. Al reescribir
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la ecuacién (4.16) como

gy — WPy e (4.17)
(JJZ _ ﬁgry <Z%
R2

se obserba que como B4y, 5, y R son nimeros reales positivos, se tiene de la ecuacion

(4.17) que C%Y € R* para los valores de w que cumplan con la desigualdad

2 2
v S
w? > 6%1". (4.18)

Ahora, para el caso de la ecuacién de frecuencia dada por Y(gary R) = 0 (ecuacion

(4.12)), de la ecuacién (4.13), se tiene que

w? o2
k3, =— ——2€R 4.19
dry Bgry R2 ) ( )

por lo que, la velocidad de fase asociada a la funcién Bessel de segundo tipo y segundo
orden es

w w w
o fay e g, (4.20)
|kdry| w2 o2 W2 Bary o2
5§ry R2 R2

se expresa en términos de la frecuencia (w), el radio del cilindro (R), la velocidad

de la onda del caso seco (B4) y del p-ésimo modo torsional de vibracién o, por lo
tanto,

ey — Wy e (4.21)
w 2 2
wQ _ Bdryzap
R
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Puesto que B4y, 0, ¥y R son nimeros reales positivos, se tiene de la ecuacién
(4.21) que C%% € RT para los valores de w que cumplan con la desigualdad

dr y

R

w

(4.22)

Hasta este punto se han obtenido los ceros de ecuaciones de frecuencias de modos
torsiones de vibracién de cilindros poroelésticos secos, cuya forma es J, (qdryR) =0y
Y5(qaryR) = 0. Sin embargo, en el caso de anillos cilindricos la ecuacién de frecuencias
es de la forma J5(qary1) Y2(qary72) — J2(qaryr2) Y2(qaryr1) = 0. Por lo que en el siguiente
capitulo se analizara la forma de encontrar la raices de ese tipo de ecuaciones de

frecuencias.
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Capitulo 5
Raices del Producto Cruzado de

las Funciones Bessel

Las ecuaciones de frencuencia (1.1) y (1.2) se presentan para anillos cilindricos con
radio interior r; y radio exterior r, como se muestra en la Fig. 5.1. Dichas ecuaciones
son un producto de las funciones Bessel de primer y segundo tipo de orden dos, las

raices de dicho producto son una solucién no trivial a las ecuaciones de frecuencia.

5.1. Funcion Generadora de Ceros

Los ceros del producto de las funciones Bessel de primer y segundo tipo de la

forma

Jn(2)Yn(Az) — Jo(A2)Y,(2) =0, (5.1)

33



Figura 5.1: Ejemplo de un anillo cilindrico de radio interior ry, radio exterior s,
altura z y un angulo 6.

donde A < 1, se calculan mediante la serie asintdtica ¢y

g = B— (“8;51) - 3(8i5)3 (1% — 26 + 25) (N2 + 1) + (Tp? — 38 + 31) )]

32
W[(?);ﬁ — 345u% 4 3219 — 3219) (A 4 1)

+ (231 — 8852 + 4239 — 37T19) (A3 + \)

4+ (53u® — 975p% + 43291 — 3749)\?] — - - | (5.2)

que genera la k-ésima solucion de la ecuacién (5.1) [1, 28], donde



5.1.1. Demostracion

Al reescribir en las ecuaciones (3.10) y

Py
@Qx
entonces,
Jo(Az) =
+
y
Y,(A\z) =

(

(2

Mg

3
]

2
TAZ

TAZ

TAZ

(212)™
(=D)™(n,

0

(=1)™(n, 2m)

Y

2m+1)

Mg

3
I

1/2

()\2 )(2m+1) ?

2 4

(3.11) el argumento Az, se tiene que

1 1
P, cos ()\z — émr — ZW)

1/2
. 1 1
T) @ sin <)\z —gnT — Z?T),

2
TAZ

1/2
1 1
> Py sin <)\z — —nmT — —71)

)1/2 Q) cos (

1 1
Az — §TL7T— Z’/T

)

(5.7)

(5.8)
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Sean

Py = M, cosp,, (5.9)

@y = Mysingpy, (5.10)

M, = /P}+Q3, (5.11)
_1 @

= t L xA 5.12

'Y an P)\a ( )

entonces las ecuaciones (5.7) y (5.8) se reescriben como

2 \? 1 1
Jn(Az) = (@) M) cos ) - cos ()\z - 5nm = 17?)
2 \'"* . 1 1
+ (@> M, sin @) - sin ()\Z— §n7r— Zﬂ'),
(5.13)
y
2 \? 1 1
Y,.(Az) = (m) M)y, cos @y - sin ()\z —5nT = 17?)
2 \"* 1 1
— <E) M, sin @) - cos ()\z — §n7r — Zﬂ')
(5.14)

Usando la identidad trigonométrica de la ecuacién (3.20), la ecuacién (5.13) se

simplifica en

2 \"? 1 1
Jn(Az) = (7T_>\Z) M) cos ()\z — T T gpA>, (5.15)
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y, usando la identidad trigonométrica de la ecuacién (3.23) la ecuacién (5.14), se

simplifica en

2 1 1

1/2
Y,.(Az) = <m) M, sin ()\z — T T gpA>. (5.16)

Ahora, al sustituir en la ecuacién (5.1) (producto cruzado de funciones Bessel de
primer y segundo tipo de orden n), las ecuaciones (3.21),(3.24),(5.15) y (5.16), se

tiene que

0 = Ju(2)Yn(A2) — Ju,(A2)Y,(2)

- (%) v M cos(X) (%) - M) sin(X)
_ (%) v M sin(X) (&) v M) cos(X)
_ G) v (%) MM, [sin(Xy) cos(X) — cos(Xy) sin(X)],  (5.17)
donde
X = (s %mr— iﬂ—gp), (5.18)
y
Xy = (As — %mr - iw o). (5.19)

Al usar la identidad trigonométrica de la ecuacién (3.23) y las ecuaciones (5.18)

y (5.19), la ecuacién (5.17) se simplifica en

1\ /2 , 1 1 1 1
0 = <X) <E>MM,\sm()\z—Emr—zﬂ—gm—z—i—imr—i—zw—l—(p),
1\ /2
= (= =) MM, sin((A — 1 - 5.20
(5) (2) s D240 o), (5.20)
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por lo que las raices de la ecuacién (5.1) son las raices de sin((A — 1)z + ¢ — ¢,), v

la k-ésima raiz se obtiene a partir de

(A—1)2k+90—§0)\:k‘ﬂ',

donde k € N.

De la ecuacion (5.21) se tiene que

k _
T m +(90A ©)

A=1) (\A=1)"

es la k-ésima raiz de la ecuacién (5.1).

(5.21)

(5.22)

Para poder calcular la k-ésima raiz usando la ecuacién (5.22) primero se tienen

que obtener los valores de ¢ y ¢,, esto se hace usando la tany, la cual se calcula

a partir de la ecuacién (3.31). Siguiendo la metodologia desarrollada en la seccién

3.1.1. la tang, se reescribe usando las ecuaciones (5.9) y

™(2,2m+1)

Q}\ - Zm 0 (2)\2 (2m+1)

D o 1)™(2,2m
PA Zm:O ( (23\2)((%) )

tanp, =

(5.10), como

=02y | (=t (2 3) (=12 (2 5 4 &= 1)3(2 7 ..
o [ (2X2)* + (2Xz)? - (2X2)° + (2Xz)" T ]
(=D'22) , (=1)? (24) (= )(26) (= 1)4(28) ]
[+ SR R S
(4n2—1) (4n%—1)(4n>—9)(4n%—25) (4n2—1)(4n>—9)(4n%—25)(4n%—49)(4n%—81)
B 8z 31(8Xz)3 + 51(8Xz)5 -
- | _ Un2-1)(n?-9) | (n2-1)(4n?~9)(4n?—25)(4n? ~19) '
Ty A(8r=) -
(5.23)
Para simplificar el algebra, sean
1
= — 5.24
V=90 (5.24)
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p=4n7,

entonces, la ecuacion (5.23) queda como

3! 5!

[1 _ == | (p=9)(p=25)(u—49) (n=81)y*

(5.25)

| (5.26)

tangy = —(u—1)y

2! 41

Para simplificar la notacion, sea

[1 029 | (=250 }

[1 _ (=) (p—9)y? + (u=1)(u=9) (u—25) (u—49)y*

fly) = [1 ( }

_ (p=D(p—9)y? + (p=1)(p—=9) (p—25)(n—49)y*
21 4!

que es una divisién de series infinitas de orden par.

(5.27)

A f(y) lo podemos aproximar con la ecuacién (3.36), y al sustituir esa expresién

en la ecuacién (5.26), se obtiene que

1
tanpy = —(u = Dy{l+ 2 (4" + 20— 99)y°
2
+ (= 9)(pd + 15p% — 81 — 5695)y* + - -+ }

15
pw—1)(p? + 2 — 99)y3
= —(u—l)y—( i 3 )
2(p — 1) (p — 9) (g’ + 150 — 81p — 5695)y°

15

Ahora, para simplificar la notacién de la ecuacién (5.22), se define

(5.28)

(5.29)

asi, la ecuacién (5.22) se reescribe con lo obtenido en las ecuaciones (3.37) y (5.28)
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CcOo1mo

v (A—il) {tan_l {8?12 - (852)3 - (8)i)5
e {é (81,3)3 (82)5 } }
donde
A = —(p-1),
B — _{(u—l)(u23+2u—99)}’
o o— _ {2(u — D=9’ Jlr515u2 — 81 — 5695)

|

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

b

Ahora, para determinar ¢ y @, se usard la serie de Gregory de la ecuacién (3.44)

[3], por lo que se tiene que

L (A B C
et (8_z+<8z>3+<8z>5)
Ry EIE RA I Y B )
8z  (82)> (8z2)° 3\8z  (82)3  (82)°
1/A B c\°
i 5(8_z+<8z>3+<82>5)
N B C 1 A3 3A%B 1
T <8zk>3+<82k>5‘§<<8zk>3 <8zk>5)+5<
A A\ 1 , A\ 1
S-Sl CRE ) F il CRAs 3 s




y analogamente,

Q

o ton-! A N B N C
8 z  (8Az)3  (8Az)d

A PENE A\ 1
Qe B+ —— (53
e | ( 3 ) OYAE (C T3 ) Sy O3

Q

asi, sustituyendo A, B y C de las ecuaciones (5.31)-(5.33) en las ecuaciones (5.34)
y (5.35), y sustituyendo estos resultados en la ecuacién (5.30), agrupando a z por
su orden y multiplicando por el minimo comun miultiplo, la k-ésima raiz z, de la
ecuacion (5.1) se reescribe como

(p—1) A(p—1)(p—25( 1)

* N e T T 3= 1)

32(p — 1) (p? — 114p + 1073)(N° — 1) n

B(8AZ)P (N — 1) (5.36)

Sea
=0+ (2) * (21)3 * (21)° A (5.37)

donde
p = _%7 (5.38)
A=) -1 50

38NN — 1)

o 32(u— 1)(2 — 14+ 1073)(\ — 1)
ro= — SO ) . (5.40)

Entonces, se observa de la ecuacion (5.37) que z;, estd expresada por una serie infinita

en términos de z;. El objetivo es obtener z; en términos de 5, por lo que usando el
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teorema de reversion de Lagrange de la ecuacién (3.52) [6], se obtiene z; como

L, b a—p r—dApgtp’
A0 G T e T

(5.41)

y sustituyendo los valores de p,q y r de las ecuaciones (5.38)-(5.40) se tiene que

2 = B (ﬁ;;ﬁl) - 3(8i5)3 [(1* = 260+ 25)(A* + 1) + (7p* — 38y + 31) ]
32
W[(:&ﬁ — 34507 4 32191 — 3219)(\* + 1)

+ (231° — 885u* + 42391 — 3719) (A + \)

+  (53p® — 975p® + 4329 — 3749)\%] — - - - (5.42)

lo cual es la k-ésima raiz de la ecuacién (5.1).

Ya establecida la metodologia para normalizar los argumentos de las funciones
Bessel que aparecen en las ecuaciones de frecuencias de la forma J,(Az)Y,(2) —
Jn(2)Y,(Az) = 0, y encontrar los ceros de dicha ecuacién, en el siguiente capitulo
se aplicard esta metodologia al problema de los modos torsionales de vibracién de
anillos cilindricos poroelésticos sin fluido (caso seco) enmarcados en la teoria de Biot

de viscosidad anadida.
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Capitulo 6

Anillos Cilindricos Poroélasticos

Las raices obtenidas del producto cruzado de las funciones Bessel de primer y
segundo tipo y orden dos, se presentan como parte de la solucién de las ecuaciones

de frecuencia que aparecen en el estudio de un anillo cilindrico poroélastico.

6.1. Ecuaciones de Frecuencia

Durante el estudio de los modos torsionales de vibracién para anillos cilindricos

poroélastico, surge la ecuacién de movimiento en funcion de la frecuencia

—wUs(r, z,w) = B2<V2—1>US(T,2,W), (6.1)

¢ T
la cual proviene de la ecuacién (8) de la Ref. [28] y que se puede reescribir como

1
0 = Bﬁry <V2 — ;)Us(r, z,w) 4+ w?US(r, 2, w), (6.2)
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donde se tiene una contribucién nula del fluido dada por

Ho
Bhy = —F/—
ary :Os(l - 770)

(6.3)

como se esta en el caso seco no se presenta atenuacion de las ondas torsionales, y

esto se observa en el hecho de que la parte imaginaria en la ecuaciion (6.3) es nula.

Se tiene que U%(r, z,w) es la solucién de la ecuacion (6.2)(en las ecuaciones (8)-

(12) en [28] se muestra el desarrollo para obtener la solucién a dicha ecuacién), por

lo que,
Us(r, z,w) = [A1J1(qdry ) + A2Yi(q,, r)] et
donde
qd2ry - g}TQ - kiry 7 0.
dry
De las condiciones de frontera
Tro(r, 2,W)|,—,, = 0, Tp(r,2,w)l,_,, =0,

se tiene que

0 = J2(qdry 711)}/2<qdry r?) - J2(qdry r2)1/2(qdry 7/.1)7

(6.4)

(6.7)
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donde

Z =y, T (6.8)
(]

A= —>1 6.9
e, (©.9)

por tanto, resolver la ecuacién (6.7) es equivalente a obtener las raices de la funcién

28]

0= f,(2) = Jo(2)Ya(Az) — Jo(A2)Ya(2). (6.10)

Sea z = §, la p-ésima raiz no trivial de la ecuacién de frecuencia en la ecuacién

(6.10), entonces

2 2 2 2 w” 2
Sp = qdryTI =T 2 kdry . (611)

6.2. Velocidad de Fase

Como se esta trabajando en el caso seco, la onda torsional se propaga sin ate-

nuacién y con una velocidad de fase dada por

Ciry — |k:’ i (6.12)
Y

donde w € RT U {0}. De la ecuacién (6.11), se tiene que

w? £2
K, = o _ 2 e RY, (6.13)

2 2
Bdry 1
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que al sustituirla en la ecuacién (6.12), la velocidad de fase asociada a las funciones

Bessel de primer y segundo tipo de orden dos

Cdry _ w w

* ‘kdry| B ‘ w? _ﬁ

: (6.14)

2 2
Bdry 1

se expresa en términos de la frecuencia (w), el radio interior del anillo cilindrico (ry),
la velocidad de la onda del caso seco (B4,) y del p-ésimo modo torsional de vibracién

(&,). Al reescribir la ecuacion (6.14) como

w ﬁdry

2
wQ _ ’Bdryglg)

2
"1

Cdy = € RY, (6.15)

se obserba como B4y, & y 71 son numeros reales positivos. Se tiene de la ecuacién

(6.15) que C9¥ € R* para los valores de w que cumplan con la desigualdad

2 2
2 = ﬁdr};ép .

; (6.16)
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Capitulo 7

Resultados

Los diferentes modos torsionales de vibracién de un cilindro o anillo cilindrico
aparecen a partir de la frecuencia, determinada por las ecuaciones (4.18), (4.22)
y (6.16). Asi, la frecuencia permitida para cada modo torsional de vibracién esta
gobernada por el radio, la velocidad de onda del caso seco y del p-ésimo modo
torsional de vibracion.

A partir de las ecuaciones de frecuencias donde aparecen explicitamente los
parametros del medio es posible desarrollar simulaciones computacionales que nos
permitan realizar experimentos numéricos variando las diferentes propiedades del
medio, por ende se estaran optimizando recursos, tiempo y en algunos casos evitan-

do poner en riesgo a personas.

7.1. Simulaciones computacionales para cilindros

Las soluciones a las ecuaciones de frecuencia (4.9) y (4.12), obtenidas a partir de
la funcién generadora de ceros (3.54) paran = 2 y mostradas en la tabla 7.1, permiten

encontrar los valores de la frecuencia w para cada modo torsional de vibracién de un
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Tabla 7.1: Valores para ¢, y 0, en Ja(s,) = 0y Ya(0,) = 0.

Sp Op
5.13562  3.38424
8.41724  6.79380
11.61984 10.02347
14.79595 13.20998
17.95982  16.37896

U W N RS

cilindro de radio R.
De la ecuacién (4.18) se obtiene que las frecuencias permitidas para la velocidad

de fase de la ecuacién (4.17) son aquellas que cumplen la desigualdad

Bdry Sp (71)

w> =

donde B4y es la velocidad de onda asociada al sélido y g, es la p-ésima solucién de la
ecuacién de frecuencia relacionada a la funcién Bessel J,(z), y de la ecuacién (4.22)
se obtiene que las frecuencias permitidas para la velocidad de fase de la ecuacién
(4.21) son aquellas que cumplen con la desigualdad

= 5dry Op

o (7.2)

w

donde o, es la p-ésima solucién de la ecuacién de frecuencia relacionada a la funcién
Bessel Y5(2).

Al calcular fq,y a partir de la ecuacion (4.2) con los valores del sélido de la tabla
7.2, se tiene que Bary = 1.553 x 10% m/s. Asi, la velocidad de fase C3%¥ para el modo
torsional de vibracion g, y 0, se calculan a partir de las frecuencias de las tablas 7.3
y 7.4 para los tres primeros modos de vibracion de cilindros de radio R=0.1,0.2,0.3

m. En la Fig. 7.1 se muestra en curvas azul, roja y amarilla la velocidad de fase
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Cdy del primer modo torsional de vibracién, obtenida a partir de la ecuacién de
frecuencia (4.21), para cilindros de radio R= 0.1,0.2,0.3 m, respectivamente. En la
Fig. 7.1 se observa que la velocidad de fase se comporta de igual manera para los
diferentes radios, las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia de la
tabla 7.3 obtenidos de la ecuacién (7.1) para radios R. En la Fig. 7.2 se muestran
los valores de la velocidad de fase, las asintotas verticales muestran los cortes de
frecuencia para los valores de w que cumple la ecuacién (7.1) y las curvas azul, roja
y amarilla representan los tres primeros modos torsionales de vibracién de la tabla

7.1 dado un cilindro de radio R = 0.1 m fijo.

Tabla 7.2: Pardametros del solido de una arenisca.

Pardmetros del sélido Arenisca
Densidad del sélido ps (kg/m?) 2445
Médulo de cizallamiento del sélido py (Pa) 3.60 x 10°
Porosidad 7y 0.39

Tabla 7.3: Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los modos
torsionales de vibracion g, de un cilindro de radio R.

R S1 <2 <3
0.1m 7.9776 x10* Hz 1.3075 x10° Hz 1.8050 x10° Hz
0.2m 3.9888 x10* Hz 6.5376 x10* Hz 9.0250 x10* Hz
0.3m 26592 x10* Hz 4.3584 x10* Hz 6.0167 x10* Hz

Tabla 7.4: Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los modos
torsionales de vibracion o, de un cilindro de radio R.

R o1 09 03
0.1m 5.2570 x10* Hz 1.0553 x10° Hz 1.5570 x10° Hz
02m 26285 x10* Hz 5.2767 x10* Hz 7.7851 x10* Hz
0.3m 1.7523 x10* Hz 3.5178 x10* Hz 5.1953 x10* Hz
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Figura 7.1: Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién
¢ para los valores de w que satisfacen la ecuacién (4.17). Las asintotas verticales
muestran los cortes de frecuencia para cilindros de radios (R) distintos. La asintota
horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda [qyy

como se muestra en la ecuacién (7.3).

Como se puede apreciar en la Fig. 7.1, el umbral de frecuencia depende del radio

del cilindro. Con lo obtenido de la ecuacién (7.1) se puede observar que entre mayor

sea el radio R del cilindro la frecuencia tendra un punto de partida mucho menor,

por lo que el rango de frecuencia incrementa de manera directamente proporcional

al crecimiento del tamano del radio. También puede apreciarse que para todos los

casos la velocidad de fase tiende al mismo valor asintético, el cual se obtiene a partir
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de la ecuacion (4.17),

’ ; w Bdr
lim Y = lim ————
w—00 w—00 9 Bgry 5
L
w—00 UJQ 6§ry <I%
W2 T R2u2
’ 6dry
= lim B o = ﬁdry7 (73)
Ww—00 1 ﬁdry Sp
T R2w2

lo cual coincide con lo que se observa en las graficas de las Fig. 7.1 y 7.2. Anadlo-
gamente, para los modos torsionales de vibracién de la ecuacién (4.21), se puede

observar que el valor asintético horizontal es Bqyy.

En la Fig. 7.3 se muestra en curvas azul, roja y amarilla la velocidad de fase
Cd¥ del primer modo torsional de vibracién, obtenido a partir de la ecuacién de
frecuencia (4.21), para cilindros de radio R= 0.1,0.2,0.3 m, respectivamente. En la
Fig 7.3 se observa que la velocidad de fase se comporta de igual manera para los
diferentes radios, las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia de la
tabla 7.4 obtenidos de la ecuacién (7.2) para radios R. En la Fig. 7.4 se muestran
los valores de la velocidad de fase, las asintotas verticales muestran los cortes de
frecuencia para los valores de w que cumple la ecuacién (7.2) y las curvas azul, roja
y amarilla representan los tres primeros modos torsionales de vibracion de la tabla
7.1 dado un cilindro de radio R = 0.1 m. En la Fig.7.4 se observa que la velocidad de
fase de los modos torsionales se comportan de igual manera para cada modo, donde
el corte de frecuencia de cada modo se presentara a una frecuencia mayor que el
anterior concordando con los resultados obtenidos en la tabla 7.4, lo que implica un

menor rango de frecuencias permitidas a partir de la ecuacién (7.2) para los modos
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torsionales de vibracion consecuentes.

7.1.1. Analisis de velocidad de fase al variar la densidad del
solido p;

En la Fig. 7.5 se muestra en las curvas azul, roja, amarilla, morada, verde, celeste
y rosa, la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién ¢, obtenido
a partir de la ecuacién de frecuencia (4.17), para cilindros de radio R=0.1 m, con
densidades p/ de 300 Kg/m? a 1500 Kg/m? con tamano de paso de 200 Kg/m?. En
la Fig. 7.5 se observa que la velocidad de fase C%Y se comportan de igual manera,
tendiendo a su respectiva velocidad de onda del caso seco Béry a partir de los cortes

de frecuencia correspondientes de la tabla 7.5 obtenidos de las ecuaciones (4.2) y

(7.1).
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Figura 7.2: Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vibracién

de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que satisfacen la ecuacién
(4.17). Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres prime-

ros modos torsionales de vibracién (g,). La asintota horizontal marca la tendencia
de la velocidad de fase a la velocidad de onda 4,y como se muestra en la ecuacion
(7.3).
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Figura 7.3: Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién
o1 para los valores de w que satisfacen la ecuacién (4.21). Las asintotas verticales
muestran los cortes de frecuencia para cilindros de radios (R) distintos. La asintota

horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda fBay
como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.4: Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vibracién

de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que satisfacen la ecuacién
(4.21). Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los tres prime-

ros modos torsionales de vibracién (o,). La asintota horizontal marca la tendencia
de la velocidad de fase a la velocidad de onda 4,y como se muestra en la ecuacion
(7.3).
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Figura 7.5: Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién
¢; de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que satisfacen la ecuacién
(4.17). Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los cilindros
con una velocidad de onda 5§ry obtenidas a partir de sélidos con densidades p’, para

j =1,2,...,7. Las asintotas horizontales marcan la tendencia de las 6§ry como se
muestra en la ecuacién (7.3).
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Tabla 7.5: Valores de frecuencia w y velocidad ﬁﬁry utilizados para calcular la velo-
cidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de un cilindro de radio

R=0.1 m variando los valores de la densidad del sélido p.

jpl(kg/m?) B (m/s) w (Hz)

1 300 4.4353 x10° 2.6778 x10°
2 500 3.4356 x10% 1.7644 x10°
3 700 2.9036 x10% 1.4912 x10°
4 900 2.5607 x10% 1.3151 x10°
5 1100 2.3163 x10° 1.1896 x10°
6 1300 2.1307 x10% 1.0942 x10°
7 1500 1.9835 x10° 1.0187 x10°

Como se puede apreciar en la Fig 7.5, el umbral de frecuencia depende de la
velocidad de onda de la matriz solida sin fluido ﬁiry. Con lo obtenido de la ecuacién
(7.1) se puede observar que entre mayor sea la densidad del sélido p/ menor es la
velocidad de onda ﬁﬁry y la frecuencia tendra un punto de partida menor, por lo que el
rango de frecuencia incrementa de manera directamente proporcional al crecimiento
de la densidad del sélido del cilindro. También puede apreciarse que para todos los
casos la velocidad de fase C¥ tiende a valor asintético dictado por la velocidad de
onda Bﬁry correspondiente, lo cual coincide con lo observado en la ecuacion (7.3).

7.1.2. Analisis de velocidad de fase al variar el moédulo de

cizallamiento

En la Fig. 7.6 se muestra en las curvas azul, roja, amarilla, morada, verde, celeste
y rosa, la velocidad de fase C9¥ del primer modo torsional de vibracién s, obtenido
a partir de la ecuacién de frecuencia (4.17), para cilindros de radio R=0.1 m, con
médulos de cizallamiento del sélido i} de 2 x10° Pa a 5 x10° Pa con tamafio de paso

de 5 x10® Pa. En la Fig. 7.6 se observa que la velocidad de fase C9¥ se comportan
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de igual manera, tendiendo a su respectiva velocidad de onda del caso seco B(]hy a

partir de los cortes de frecuencia correspondientes de la tabla 7.6 obtenidos de las

ecuaciones (4.2) y (7.1).

cY [mys]

Figura 7.6: Gréafica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién
¢1 de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que satisfacen la ecuacién
(4.17). Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los cilindros con
una velocidad de onda ﬁéry obtenidas a partir de sélidos con moédulos de cizallamiento

del solido ,ug, para j = 1,2,...,7. Las asintotas horizontales marcan la tendencia de
las f33,, como se muestra en la ecuacién (7.3).

Como se puede apreciar, el umbral de frecuencia depende de la velocidad de
onda de la matriz solida sin fluido Bgry. Con lo obtenido de la ecuacién (7.1) se

puede observar que entre mayor sea el mdédulo de cizallamiento del sélido mayor es
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Tabla 7.6: Valores de frecuencia w y velocidad Béry utilizados para calcular la velo-
cidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de un cilindro de radio
R=0.1 m a partir de distintos valores del médulo de cizallamiento del sélido ).

j oy (Pa) B, (m/s) w (Hz)

1 2 x10° 1.1580 x10% 5.9471 x10*
2 2.5 x10° 1.2947 x10® 6.6490 x10*
3 3 x10° 14183 x10® 7.2837 x10*
4 35 x10° 15319 x10® 7.8672 x10*
5 4 x10° 1.6377 x10° 8.4104 x10*
6 4.5 x10° 1.7370 x10° 8.9206 x10*
7 5 x10° 1.8310 x10® 9.4032 x10*

la velocidad de onda ﬁéry y la frecuencia tendra un punto de partida menor, por
lo que el rango de frecuencia disminuye de manera directamente proporcional al

crecimiento del médulo de cizallamiento del sélido del cilindro .

7.1.3. Analisis de velocidad de fase al variar la porosidad 7

En la Fig. 7.7 se muestra en las curvas azul, roja, amarilla, morada, verde, celeste
y rosa, la velocidad de fase C9 del primer modo torsional de vibracién, obtenido
a partir de la ecuacién de frecuencia (4.17), para cilindros de radio R=0.1 m, con
porosidad 776 de 0.2 a 0.8 con tamano de paso de 0.1. En la Fig. 7.7 se observa que la
velocidad de fase C9% se comportan de igual manera, tendiendo a su respectiva velo-
cidad de onda del caso seco ﬁéry a partir de los cortes de frecuencia correspondientes

de la tabla 7.7 obtenidos de las ecuaciones (4.2) y (7.1).

59
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Figura 7.7: Grafica de la velocidad de fase C9%¥ del primer modo torsional de vibracién
¢; de un cilindro de radio R=0.1 m para los valores de w que satisfacen la ecuacién
(4.17). Las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia para los cilindros
con una velocidad de onda ﬁéry obtenidas a partir de sélidos con porosidades ng, para

j =1,2,...,7. Las asintotas horizontales marcan la tendencia de las 6§ry como se

muestra en la ecuacién (7.3).
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Tabla 7.7: Valores de frecuencia w y velocidad Béry utilizados para calcular la velo-
cidad de fase para el primer modo torsional de vibracién ¢; de un cilindro de radio

R=0.1 m a partir de distintos valores de la porosidad 7.

i m By, (mfs) w (Hz)

1 0.2 1.3566 x10° 6.9672 x10*
2 0.3 1.4503 x10% 7.4483 x10*
3 0.4 1.5665 x10% 8.0451 x10%
4 0.5 1.7160 x10® 8.8129 x10*
5 0.6 1.9186 x10° 9.8531 x10*
6 0.7 2.2154 x10% 1.1377 x10°
7 0.8 2.7133 x10% 1.3934 x10°

Como se puede apreciar, el umbral de frecuencia depende de la velocidad de
onda de la matriz solida sin fluido Béry. Con lo obtenido de la ecuacién (7.1) se
puede observar que entre mayor sea porosidad del sélido 776 mayor es la velocidad
de onda Bﬁry y la frecuencia tendra un punto de partida mayor, por lo que el rango
de frecuencias disminuye de manera directamente proporcional al crecimiento de la

porosidad del sélido del cilindro ).

7.2. Simulaciones computacionales para anillos cilindri-

COSs

Las soluciones a la ecuacién de frecuencia (6.10), obtenida a partir de la funcién
generadora de ceros (5.42) para n = 2 y mostradas en las tablas 7.8, 7.9 y 7.10, per-
miten encontrar los valores de la frecuencia w para cada modo torsional de vibracién

de un anillo cilindrico de radio interior y exterior ry y ro, respectivamente.

De la ecuacién (6.16) se obtiene que las frecuencias permitidas para la velocidad
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Tabla 7.8: Valores para &, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.2 m y radio interior ;.

& m=02m r=04m r;=0.6m
& 3.40692 6.47424 9.57097
& 642777 12.66481  18.92377
& 9.52285 18.91556  28.32395
&4 12.64038  25.18234  37.73636
& 15.76734  31.45564  47.15370

U W NS

Tabla 7.9: Valores para £, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.4 m y radio interior ry.

& m=02m r=04m r;=0.6m
& 1.86799 3.40692 4.93630
& 3.32383 6.42776 9.54217
&3 4.83981 9.52285  14.21615
& 6.38043 12.64038  18.90898
& 7.93241  15.76734  23.60956

Gk W N S

Tabla 7.10: Valores para &, que satisfacen la ecuacién (6.10) para anillos cilindricos
de grosor de 0.6 m y radio interior ;.

& m=02m rm=04m r;=0.6m
& 1.32999 2.38637 3.40692
& 2.28610 4.35777 6.42776
& 3.28037 6.39947 9.52285
& 4.29619 8.46579  12.64038
& 5.32318  10.54291  15.76734

U W NS

de fase de la ecuacién (6.15) son aquellas que cumplen la desigualdad

w > ﬁdry gp’ (74)

(A1

donde Sy es la velocidad de onda asociada a la matriz sélida sin fluido (caso seco)

y &, es la p-ésima solucién de la ecuacién de frecuencia (6.10).

En las Fig. 7.8, 7.9, 7.10, 7.11, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15 y 7.16 se muestran en las
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curvas azules, rojas y amarillas la velocidad de fase C%Y de los modos torsionales de
vibracion &, respectivamente, obtenidas a partir de la ecuacién de frecuencia (6.15),
para los anillos cilindricos de radio interior ;= 0.2,0.4,0.6 m y grosores de 0.2, 0.4
y 0.6 m. En estas gréificas se observa que la velocidad de fase C9Y se comportan de
igual manera para cada modo torsional de vibracién del anillo cilindrico §, de radio
interior r1, las asintotas verticales muestran los cortes de frecuencia de las tablas

7.11, 7.12 y 7.13 obtenidos de la ecuacién (7.4) para cada radio interior r;.
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Figura 7.8: Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vibraciéon

de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.2 m y de grosor ry — r;=0.2 m, para

los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran

los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).
La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de

onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.9: Gréfica de la velocidad de fase C9% de los modos torsionales de vibraciéon
de un anillo cilindrico de radio interior 7=0.4 m y de grosor ry — r;=0.2 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.10: Gréfica de la velocidad de fase C9™¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.6 m y de grosor ry — r;=0.2 m, para

los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Tabla 7.11: Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los modos
torsionales de vibracién &, de un anillo cilindrico de radio interior r; y grosor de 0.2
m.

1 &1 1 &3
0.2m 2.6465 x10* Hz 4.9932 x10* Hz 7.3975 x10° Hz
0.4m 25146 x10* Hz 4.9191 x10* Hz 7.3469 x10* Hz
0.6m 24783 x10* Hz 4.9001 x10* Hz 7.3341 x10* Hz

Tabla 7.12: Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los modos
torsionales de vibracién &, de un anillo cilindrico de radio interior r; y grosor de 0.4
m.

1 &1 & &3
0.2m 1.4511 x10* Hz 2.5820 x10* Hz 3.7596 x10* Hz

04m 1.3233 x10* Hz 2.4966 x10* Hz 3.6987 x10* Hz
0.6 m 12782 x10* Hz 24708 x10* Hz 3.6811 x10* Hz

Tabla 7.13: Valores de frecuencia w para calcular la velocidad de fase para los modos
torsionales de vibracién &, de un anillo cilindrico de radio interior r; y grosor de 0.6
m.

T1 &1 & &3
0.2m 1.0332 x10* Hz 1.7759 x10* Hz 2.5482 x10* Hz

0.4m 9.2688 x10° Hz 1.6926 x10* Hz 2.4856 x10* Hz
0.6 m 8.8218 x10° Hz 1.6644 x10* Hz 2.4658 x10* Hz

Como se puede apreciar en las Fig. 7.8, 7.9 y 7.10, el umbral de frecuencia depende
del modo torsional de vibracién del anillo cilindrico &,. Con lo obtenido de la ecuacién
(7.4) se puede observar que entre mayor sea el valor del modo torsional de vibracién
&, mayor sera el punto de partida de las frecuencias permitidas, por lo que el rango
de frecuencias disminuye de manera directamente proporcional al crecimiento del
valor del modo torsional de vibracion del anillo cilindrico. También puede apreciarse

que para todos los casos la velocidad de fase tiende al valor asintético dictado por la
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velocidad de onda del caso seco f4yy, lo cual coincide con lo observado en la ecuacién
(7.3). Por otro lado, en la tabla 7.11 se puede observar que los cortes de frecuencias

de los tres anillos cilindricos con el mismo grosor tienen una separacion del mismo

tamano para sus diferentes modos torsionales de vibracion.

: : : £1=1.868
104 ¢,=3.323 | 1
3 1, E:
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Figura 7.11: Gréfica de la velocidad de fase C9™¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior r1=0.2 m y de grosor r, — r;=0.4 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracion ,. La

asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de onda
Bary como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.12: Gréfica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7=0.4 m y de grosor ry — r;=0.4 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.13: Grafica de la velocidad de fase C9%¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.6 m y de grosor ry — r;=0.4 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran

los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Como se puede apreciar en las Fig. 7.11, 7.12 y 7.13, el umbral de frecuencia
depende del modo torsional de vibracién del anillo cilindrico §,. Con lo obtenido de
la ecuacién (7.4) se puede observar que entre mayor sea el valor del modo torsional
de vibracion la frecuencia tendrd un punto de partida mayor, por lo que el rango de
frecuencia disminuye de manera directamente proporcional al crecimiento del valor
del modo torsional de vibracion del anillo cilindrico §,. También puede apreciarse en
la tabla 7.12 que los cortes de frecuencia de los tres anillos cilindricos con el mismo
grosor tienen una separacion del mismo tamano para sus diferentes modos torsionales

de vibracién.
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Figura 7.14: Grafica de la velocidad de fase C9¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.2 m y de grosor ry — r;=0.6 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.15: Gréfica de la velocidad de fase C9™¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.4 m y de grosor ry — r;=0.6 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Figura 7.16: Grafica de la velocidad de fase C9™¥ de los modos torsionales de vibracién
de un anillo cilindrico de radio interior 7,=0.6 m y de grosor ry — r;=0.6 m, para
los valores de w que satisfacen la ecuacién (6.16). Las asintotas verticales muestran
los cortes de frecuencia para los tres primeros modos torsionales de vibracién (&,).

La asintota horizontal marca la tendencia de la velocidad de fase a la velocidad de
onda f4y como se muestra en la ecuacién (7.3).
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Como se puede apreciar en las Fig. 7.14, 7.15 y 7.16, el umbral de frecuencia
depende del modo torsional de vibracién del anillo cilindrico §,. Con lo obtenido de
la ecuacién (7.4) se puede observar que entre mayor sea el valor del modo torsional
de vibracion la frecuencia tendrd un punto de partida mayor, por lo que el rango de
frecuencia disminuye de manera directamente proporcional al crecimiento del valor
del modo torsional de vibracion del anillo cilindrico §,. También puede apreciarse en
la tabla 7.12 que los cortes de frecuencia de los tres anillos cilindricos con el mismo
grosor tienen una separacion del mismo tamano para sus diferentes modos torsionales

de vibracién.
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Capitulo 8

Conclusiones

La funcién generadora de raices para las funciones Bessel de primer y segundo tipo
de orden n y la funciéon generadora de las raices del producto cruzado de funciones
Bessel de primer y segundo tipo de orden m propuestos en este trabajo de tesis,
cumplen con los objetivos planteados en la misma y se le da respuesta a las preguntas
de investigacion.

Con la funcién generadora de ceros para las funciones Bessel de primer y segundo
tipo de orden n, se logré obtener una forma de calcular de manera analitica las raices
de las funciones Bessel que aparecen en las ecuaciones de frecuencia (1.1) y (1.2). Con
este resultado fue posible calcular las velocidades de fase para cilindros poroélasticos,
infinitos, con simetria axial, en ausencia de fluidos (caso seco) y enmarcados en la
teoria de Biot de viscosidad anadida, y con ello determinar la manera de normalizar
los argumentos de las funciones Bessel de primer y segundo tipo.

A partir de la funcion generadora de ceros para funciones Bessel de primer y se-
gundo tipo de orden n, se obtuvo una funciéon generadora para las raices del producto
cruzado de las mismas como aparecen en las ecuaciones de frecuencia (1.1), (1.2) y

(6.7), las cuales fueron normalizadas de la forma de la ecuacién (6.10), y a partir de
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esta expresion se encontraron las raices que satisfacen las ecuaciones de frecuencias
que aparecen en el estudio de los modos torsionales de vibracién de anillos cilindricos
huecos poroelésticos, infinitos, con simetria axial, en ausencia de fluidos y enmarca-
dos en la teoria de Biot de viscosidad anadida. En este trabajo de tesis fue posible
calcular la velocidad de fase de cada modo torsional de vibracién que se presenta en
cilindros y anillos cilindricos secos (o con ausencia de fluido) con un método estan-
darizado y numéricamente estable, con lo cual se encontré que a mayor grosor del
cilindro mayor es el rango de frecuencia permitida para los modos torsionales de vi-
bracién, y, por otro lado, que entre mayor es el valor del modo torsional de vibracién
mayor sera el corte de frencuencia a partir del cual este modo torsional de vibracién
se presenta en el medio, y por tanto menor el rango de frencuencias permitidas para
el mismo. Por otro lado, se obtuvo que en los anillos cilindricos a mayor grosor menor
sera la separacion de los cortes de frecuencia de cada modo torsional de vibracion,
cumpliendo con el orden de que a mayor sea el modo torsional de vibracién menor
sera el rango de frecuencia permitido para el mismo.

Los resultados obtenidos en esta tesis se enfocan unicamente a los modos tor-
sionales de vibracién de cilindros y anillos cilindricos secos (sin fluido) por lo que
en un futuro inmediato esta metodologia se puede extender a los modos radiales,
longitudinales y flexurales. También se puede aplicar al estudio de cilindros o anillos
cilindricos compuestos secos, cuya aplicabilidad es de gran importancia en el disefio

de amortiguadores y pistones.
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